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MATHEMATICS 
UBER REGULARE JORDAN-ALGEBREN UND EINE 
XQUIVALENZ-RELATION VON M. KOECHER 
VON 
KARL-HEINZ HELWIG UND ULRICH HIRZEBRUCH 
(Commw:ricated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of September 28, 1968) 
l. 21: sei eine beliebige Jordan-Algebra iiber einem Korper k mit von 
2 verschiedener Charakteristik. Im Zusammenhang mit der Frage nach 
der Eindeutigkeit der Darsteilung von Elementen einer gewissen Gruppe 
durch ausgezeichnete Erzeugende betrachtete M. KoECHER in [3] eine 
Relation R(2l) C 21: x 21:, die wie folgt definiert ist: 
Es gilt (u, v) E R(2l) genau dann, wenn ein wE 21: existiert mit 




v-u=P(u, v)w=u j_ v. 
w 
Hierbei ist Lw die reguHire Darsteilung der Mutation 2rw von 21:, P(u, v) 
die Polarform der quadratischen Darsteilung P von 21: und j_ die Multi-
plikation in 2rw. w 
Die Relation R(2l) ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch. DaB sie 
stets transitiv und damit eine Aquivalenzrelation ist, ist zu vermuten, 
jedoch unseres Wissens bisher nicht bekannt. Ist k ein unendlicher Korper 
und dim 2l<oo, dann ist R(2l) nach [3] eine Aquivalenzrelation. 
Fiir aile u, w E 21: gilt 
(1) Lw(u)P(u) =P(u)Lu(w). 
Wendet man beide Seiten von ( 1) auf z an, so erhalt man die zu ( 1) 
aquivalente Beziehung 
(2) P(u, P(u)z)w=P(u)P(w, z)u. 
Wir werden die Relation R(2l) mit einer anderen Relation vergleichen, 
die sich Ieicht als Aquivalenzrelation erweist. Zunachst sei an die Definition 
eines quadratischen Ideals erinnert ([2], dies sind die P-Ideale von [5]): 
Ein Teilraum ~ C 21: hei.Bt quadratisches Ideal von 21:, wenn P(b)2r C ~ fiir 
aile bE~ gilt. Die Fundamentalformel zeigt, daB P(u)2r fiir aile u E 21: 
ein quadratisches Ideal ist. Wl:(u) bezeichne den Durchschnitt ailer qua-
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dratischen !deale von m:, die u enthalten. im(u) ist quadratisches Ideal 
von Sl{ und es gilt: 
Lemma l. im(u)=ku+P(u)Sl{ und ftir bE im(u) gilt P(b)Sl{ C P(u)Sl{. 
Beweis. Sei b=rxu+P(u)z und wE m:. Dann liefert (2) zusammen mit 
der Fundamentalformel 
P(b)w=rx2P(u)w+P(P(u)z)w+ 2rxP(u, P(u)z)w= 
=rx2P(u)w+P(u)P(z)P(u)w+2rxP(u)P(w, z)u E P(u)Sl{, 
was zu zeigen war. Wir definieren eine Relation Q(Sl{) durch 
(u, v) E Q(Sl{) "* P(u)Sl{=P(v)Sl{. 
Trivialerweise ist Q(Sl{) eine Aquivalenzrelation. 
Lemma 2. im(u) = im(v) '* (u, v) E Q(Sl{). 
Beweis. Aus im(u)=im(v) folgt u E im(v), und daher nach Lemma l. 
auch P(u)Sl{ C P(v)Sl{, und analog P(v)Sl{ C P(u)Sl{. 
Lemma 3. (u, v) E R(2!) '* im(u) = im(v). Insbesondere ist R(Sl{) C 
c Q(Sl{). 
Beweis. Nach (R. 2) gilt v=u+u j_ v. Dies ergibt weiter 
w 
v=u+u j_ (u+u j_ v)=u+u j_ u+u j_ (u j_ v). 
w w w w w 
Da u und v in m:w vertauschbar sind, folgt 
(3) v=u+P(u)w+P(u)P(w)v und daher v E im(u), was im(v) C im(u) im-
pliziert. Da auch (v, u) E R(Sl{) gilt, folgt die Behauptung. 
Ein u Em: heiBt regular, wenn u E P(u)Sl{. Sind aile u regular, so heiBt 
m: regular. 
Korollar. 1st (u, v) E R(Sl{) und u regular, dann ist auch v regular. 
Beweis. Aus u E P(u)Sl{ folgt v E P(u)Sl{ nach (3), und damit v E P(v)Sl{ 
nach dem Lemma. 
Lemma 4. 1st c ein Idempotent in m:, v E Sl{1(c) und ist v in Sl{1(c) 
invertierbar, dann gilt (c, v) E R(Sl{). 
Beweis. v sei das Inverse von v in Sl{1(c). Dann gilt 
P(c, v)(c-v)=v(c-v)=v-c, 
also c j_ v=v-c mit w=c-v. Da v, wE Sl{1(c), erhalten wir 
w 
Lw(c) = [L(c), L(w)] +L(wc) =L(c-v), 
Lw(v)= [L(v), L(c-v)]+L(v-c)=- [L(v), L(v)]+L(v-c) 
und somit [Lw(c), Lw(v)]=O, wenn noch gezeigt wird, daB [L(v), L(v)]=O. 
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Dies erkennt man aber, wenn man an 21 ein Einselement e adjungiert 
und beachtet, daB in dieser Algebra {j + e- c das Inverse von v + e- c ist. 
Zu Lemma 4. vergleiche man auch [3], Satz 6.2. 
Lemma 5. Fiir jedes w E 21 gilt R(2rw) C R(21). 
Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folge von (21w)z=21P(w)z· 
Satz I. R(2r)=Q(21) gilt genau dann, wenn die Jordan-Algebra 21 
regular ist. 
Beweis. Sei R(21)=Q(21). Da (u, <XU) E Q(21) fiir aile O#<X E k gilt, 
folgt (u, -u) E R(21) fiir u E 21. Insbesondere 2u=P(u, -u)w E P(u)21. Sei 
21 regular und P(u)21=P(v)21. Ist u=O, dann folgt auch v=O wegen 
v E P(v)21. Also ist (u, v) E R(21). Sei U# 0. Da 21 regular ist, gibt es wE 21 
mit u=P(u)w=u j_ u, d.h. u ist Idempotent von 21w. Wir betrachten in 
w 
21w die 1-Peirce-Komponente 21:1' bzgl. u. Wegen Pw(u)=P(u)P(w) ist 
21:1' =P(u)P(w)21 c P(u)21. Da u Em;;> und weil 21:1) ein quadratisches 
Ideal von 21 ist, folgt P(u)21 C P(u)P(w)21 und somit P(u)21=P(u)P(w)21. 
Nach Voraussetzung ist damit P(v)21=21:1' und wegen v E P(v)21 auch 
v E 21:1'. Daher gilt v=P(u)P(w)v und nach der Fundamentalformel dann 
P(v)2l=P(u)P(w)P(v)P(w)P(u)21. Da P(v)P(w)P(u)21 C 21~~> und die Be-
schrankung von P(u)P(w) hierauf die Identitat von 21:;> ist, erhalten wir 
wegen P(u)2r=P(v)21=21:1' die Beziehung 21~'=P(v)P(w)21:1', die besagt, 
daB v ein in 21:1' invertierbares Element ist. Nach Lemma 4. ist also 
(u, v) E R(21w) und somit nach Lemma 5. erst recht (u, v) E R(21). Da stets 
R(21) C Q(21) gilt (Lemma 3.), folgt R(21)=Q(21), und der Satz ist bewiesen. 
2. Nach [3] heiBt eine Jordan-Algebra 21 mit einem Einselement e 
vollstandig, wenn zu jedem Element a#O von 21 ein Idempotent c von 
21 und ein Element W der Strukturgruppe F(21) von 21 existieren derart, 
daB Wa in 21I(c) liegt und dort invertierbar ist. Ist 21 vollstandig, dann 
existiert zu jedem X E 21 ein invertierbares Element y von 21 mit x=P(x)y. 
Zum Beweise seien WE F(21) und c ein Idempotent, so daB v:= Wx in 
21I(c) liegt und dort invertierbar ist. Dann gilt V=P(v)v, wobei {j das 
Inverse von v in 21I(c) ist. yo:=v+e-c ist das Inverse von v+e-c in 21, 
und es ist v=P(v)y0 , was x=P(x)W*y0 mit W* = W-lP(We) gibt. Da W*yo 
in 21 invertierbar ist, folgt die Behauptung. Insbesondere ist also jede 
vollstandige Jordan-Algebra regular. 
Im folgenden nehmen wir an, daB 21 eine endliche Dimension hat und 
ein Einselement e besitzt. Mit F0{21) bezeichnen wir die Untergruppe von 
F(21), die von allen invertierbaren P(y), y E 21, erzeugt wird. 
Sat z 2 . Die folgenden sechs A us sag en sind aquivalent: 
( 1) 21 ist halbeinfach. 
(2) Zu jedem u E 21 mit U#O gibt es ein wE Fo(21), 80 daf3 Wu nicht 
nilpotent ist. 
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(3) Zu jedem u E Ill, u#O, exi8tieren ein WE F 0(\ll) und ein Idempotent c 
von Ill mit Wu E llli(c), und Wu ist in lll1(c) invertierbar. 
( 4) Ill i8t voll8tiindig. 
(5) Zu jedem x E Ill gibt e8 ein invertierbare8 Element y E Ill mit x=P(x)y. 
( 6) Ill i8t regular. 
Beweis. Die Inklusionen (3) => (4) und (5) => (6) sind trivial, und 
(4) => (5) wurde oben gezeigt. Zu (6) => (1): x=P(x)y besagt, daB x ein 
Idempotent in Illy ist, und impliziert daher x=Py(x)x=P(x)P(y)x. Jedes 
Ideal der reguHiren Jordan-Algebra Ill ist also regular. Insbesondere ist 
das Radikal ~ von Ill regular. Als Nilalgebra kann ~ aber kein von 0 
verschiedenes regulares Element enthalten, denn ein solches ware ein 
Idempotent in einer Mutation ~w von ~' die selbst eine Nilalgebra ist, 
wie man [l] entnimmt. Also ist ~={0} und damit (l) gezeigt. 
Zum Nachweis von (1) => (2) konnen wir Ill offenbar als einfach vor-
aussetzen. Da sich F0(\ll) nicht andert, wenn wir Ill als Algebra tiber ihrem 
Zentrum auffassen, konnen wir ferner annehmen, daB Ill zentraleinfach 
ist, was im folgenden geschehen soli. 
Sei A die reduzierte Spur von Ill und u # 0. Wir nehmen zunachst an, 
daB k unendlich ist, und schlieBen nach einer Idee von M. Koecher wie 
folgt: Ware Wu fiir aile WE F0(\ll) nilpotent, dann wiirde A(P(y)u)=O 
fiir aile invertierbaren Elemente y von Ill gelten. Hieraus wiirde A( xu)= 0 
fiir aile x E\ll folgen, was nicht moglich ist, weil die Bilinearform A: (x, y) r--+ 
r--+ A(xy) nicht ausgeartet ist. Nun sei k endlich. Unter dieser Annahme 
gilt: Ill besitzt ein vollstandiges Orthogonalsystem c1, ... , c8 absolut primi-
tiver Idempotente von Ill. Hierzu geniigt es zu zeigen, daB jeder zentral-
einfache Jordan-Korper Ill eindimensional ist. Sei n=dim Ill und 8 der 
Grad von Ill. Bekanntlich ist det P(x) die Potenz eines homogenen Poly-
nomes Q(x) vom Grade 8. Ist n> 1, dann ist s<n, und es gibt somit nach 
einem bekannten Satz von C. Chevalley ein a E Ill, a#O, mit Q(a)=O; 
also ist a nicht invertierbar und Ill kein Jordan-Korper. Sei nun V der 
kleinste unter F 0(\ll) invariante Unterraum von Ill mit u E V. 
Behauptung l. Ist Wu fiir aile WE F0(\ll) nilpotent, dann ist V 
nicht in kc1 + ... + kc8 enthalten, und V ist bzgl. der Bilinearform A total 
isotrop. 
Die erste Aussage ist wegen u # 0 evident. Da V nach Annahme von 
nilpotenten Elementen erzeugt wird und unter F0(\ll) invariant ist, gilt 
A(y2v) = A(P(y)v) = 0 fiir aile v E v und aile invertierbaren Elemente y E m. 
Fur aile cx E k und aile nilpotenten Elemente a E Ill ist e + cxa in Ill inver-
tier bar. Somit folgt A(av)=O fiir aile v E V wegen Char. k#2. Da V von 
nilpotenten Elementen aufgespannt wird, folgt die Behauptung. Die 
Inklusion (l) => (2) wird bewiesen sein, sobald folgendes gezeigt ist: 
Behauptung 2. Ist V¢kc1+ •.. +kc8 , dann existiert ein aE V mit 
A(a2) # 0. 
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Beweis. Fiir aile v E V und aile Idempotente c von 9{ gilt 
P(e-2c)v E V, was c(cv-v) E V ergibt. Setzt man hierin c=ci+CJ mit 
1 < i < j < 8 ein (wegen V ¢ kc1 + ... + kc8 ist 8;;;. 2) und beachtet, daB Ci und 
c1 miteinander vertauschbar sind, so folgt ci(c1v) E V. Hieraus folgt: Fiir 
aile v E v gehort der Anteil von v' der in mij = mt ( ci) n ml ( Cj) liegt, 
ebenfails zu V. Also ist V n 9l:w""{O} fiir mindestens ein Paar i<j, weil 
v nicht in kc1 + ... + kcs enthalten ist. Sei v E v n mij und v =f. 0. Fiir aile 
a E 9l:;; ist a2 =f. 0 mit A.( a2) =f. 0 aquivalent. Da die Menge der a E mij mit 
A.(a2) =f. 0 eine Basis von 9Iii enthalt und die Beschrankung von A. auf 9Iii 
nicht ausgeartet ist, so gibt es ein a E 9Ii; mit A.(av) =f. 0 und A.(a2) =f. 0. 
Es ist a2=e(ci+c1) mit e E k und e=f.O. Also ist 
y:= I c1+a 
I::Fi.i 
in 9{ invertierbar und somit P(y)v E V. Hieraus folgt a E V wegen 
P(y)v = A.(av)a- QV. 
Damit ist die Behauptung 2. bewiesen. 
(2) ==>- (3) zeigen wir durch Induktion nach der Dimension von 9{. Im 
Faile 9l: = ke ist nichts zu beweisen. Sei 9l: =f. ke und es gelte ( 3) fiir aile 
echten Unteralgebren von 9{ mit einem Einselement, die (2) erfiiilen. Wir 
nehmen an, daB (2) fiir 9{ gilt. Dann ist 9{ halbeinfach, denn das Radikal 
von 9{ ist invariant unter F0(9l:) und besteht nur aus nilpotenten Elementen. 
Ist 9l: nicht einfach, dann ist 9l: direkte Summe von zwei echten halb-
einfachen Idealen m1 und 9{2 • Also gilt wegen der bereits bewiesenen 
Inklusion (1) ==>- (2) die Aussage (2) fiir 9{1 und 9{2 , was aufgrund der 
Induktionsannahme gibt, daB (3) fiir 9{1 und 9{2 gilt. Dann ist aber (3) 
auch offensichtlich fiir 9{ richtig. Wir konnen somit im weiteren 9{ als 
einfach voraussetzen. Sei u E 9{, u =f. 0, und W E F0(9l:) sei so gewahlt, daB 
v:= Wu nicht nilpotent ist. Zum Nachweis von (3) konnen wir ferner 
annehmen, daB v nicht invertierbar in 9{ ist. Da v nicht nilpotent ist, 
enthalt die assoziative Algebra k1 [v], die von allen Potenzen vm, m;;;. 1, 
aufgespannt wird, ein Idempotent c, welches von e verschieden ist, weil 
u nicht invertierbar ist. Die i-Peirce-Komponente von k1[v] bzgl. c ver-
schwindet, was v E 5B: = 9l:o( c)+ 9{1( c) gibt. Weil m einfach und c =f. e ist, 
ist 5B eine echte und halbeinfache Unteralgebra von 9l:. Die Inklusion 
(I)==>- (2) und die Induktionsannahme geben: Es existieren ein V E F 0(5B) 
und ein Idempotent d von m mit Vv E 5B1(d), und Vv ist in 5B1(d) inver-
tierbar. Dann liegt Vv auch in m1(d) und ist dort invertierbar. Da sich V 
selbstverstandlich zu einem Element von Fo(9l:) fortsetzen laBt, so ist 
schlieBlich (3) gezeigt. Hiermit ist der Satz bewiesen. 
Der in 1. gegebenen Identitat (1) entnimmt man, daB fiir jedes Element 
u einer Jordan-Algebra 9{ der Kern von P(u) ein Ideal in 9Iu ist. 
Als Anwendung von Satz 2. beweisen wir - unter den Voraussetzungen, 
die dort gemacht sind, - das folgende 
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Korollar. Ist ~ einfach, dann ist fiir aile O#u E ~ auch ~u/Kern P(u) 
einfach. 
Beweis. Da fiir jedes WE F(~) und u E ~ o:ffenbar W ein Iso-
morphismus von ~w*u auf ~u ist, W*:=W-lP(We), der den Kern von 
P(W*u) auf den Kern von P(u) abbildet, und ~ nach Satz 2. vollstandig 
ist, konnen wir zum Beweis des Korollars annehmen, daB u E ~1(c) gilt 
fiir ein geeignetes Idempotent c von~ und daB u in ~1(c) invertierbar ist. 
Wir haben dann P(c)u=u und Kern P(c)=~o(c)+~t(c)=Kern P(u). Dann 
ist ~u=~P<c>u=(~c)u, und man erkennt, daB ~u/Kern P(u) isomorph ist 
zu der Mutation von ~1(c) bzgl. des in ~1(c) invertierbaren Elementes u. 
Da ~1(c) einfach ist, erhalten wir damit sofort die Einfachheit von 
~u/Kern P(u). 
Anmerkung: DaB eine halbeinfache Jordan-Algebra regular ist, geht 
auch aus einem Ergebnis von K. McCRIMMON [4] hervor. 
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